NICHTLINEARE WELLEN UND R AUMLICHE DYNAMIK

Beim Wasserwellenprobletmandelt es sich um die dreidimensionale wirbelfrei@®ung einer per-
fekten Flussigkeit, die nach unten durch eine impermeable waagerechte fben8} und nach oben
durch eine freie Obedthe{y = h+n(z, z, t) } beschénkt ist, wobei die Bewegung der freien Obéacthe
durch Schwerkraft und Obegéithenspannung bestimmt wird. Dieses aul3edpaliche Problem, das Eu-
ler (Abbildung 1) als erster mit einem skalaren Potentifdrmulierte, ist mittlerweile zum Paradigmarf
die meisten modernen Methoden in der nichtlinearen Fuktionanalanalysis geworden. Im Laufe der Jahre
hat das Problem an verschiedenste mathematische Untersuchungsstrategien appelliert: iterative Metho-
den, Bifurkationstheorie, Methoden aus der Funktionentheorie, Methdugraftielle Differentialglei-
chungen, Variationsrechnung, Theorie positiver Operatoren, symplektische Geometrie, Abbildungsgrad,
KAM-Theorie, .... In diesem Aufsatz tchte ich die Rolle des Wasserwellenproblems als Paradigma in
der Theorie der Hamiltonschen Systeme und konservativer Musterbildung verdeutlichen.
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Abbildung 1: Euler (1707-1783), der als erster das Wasserwellenproblem (links) formulierte

Permanente Wellesind Losungen des Wasserwellenproblems, die in einem mitbewegten Koordina-
tensystem statidr sind, es gilt alsg(z, z,t) = n(&, z) mit{ = x — ct. Das entstehende zeitundiviyige
Problem &sst sich durch disaumliche Dynamikintersuchen, eine Methode, die von K. Kiréisgner als
Herangehensweiséif Wasserwellen eingéhrt wurde und mittlerweile Anwendungen in einem breiten
Spektrum anderer Probleme gefunden hat (Reaktions-Diffusionsgleichungen, spirale Wellen, mathemati-
sche Biologie, . ..). Hauptidee ist, ein staéimes Problem als Evolutionsgleichung zu formulieren, in der
eine unbescl@nkteraumlicheRichtung die Rolle der Zeitvariablen spielt. Im permanenten Wasserwellen-
problem kann jede waagerech#imliche RichtungX = sin 6, £ — cos 65 z als Zeitvariable genommen
werden, wobei die Gleichungen sich als Evolutionsgleichung

ux = Lu+ Nu, ue kX )

formulieren lassen; der unendlichdimensionale Phasent&@uemthalt Funktionen, die beispielsweise

27 /v-periodisch in einer zweiten, anderétumlichen RichtundZ = sin #; £ — cos 61 z sind. Die Evolu-
tionsgleichung (1) wird gefunden, indem eine Legendre-Transformation ausgehend von dem klassischen
Variationsprinzip
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fur die geviinschten Wellenbewegungen durchidet wird. In vielen Rllen lasst sich Gleichung (1) durch

eine Theorie invarianter Mannigfaltigkeiten von A. Mielke behandeln, die ebenfalls als Herangehens-
weise fir Wasserwellen entwickelt wurde aber mittlerweile Anwendungen auf ein breites Spektrum von
Problemen (Elastiztt, Festbrpermechanik, ...) gefunden hat. Diese Theorie zeigt, dass alle kleinen,
beschéankten losungen zu (1) auf einer endlichdimensionalen Mannigfaltigkeit liegen; das Wasserwel-
lenproblem wird somit auf ein lok&quivalentes endlichdimensionales Hamiltonsches System reduziert,
dessen Dimension und Eigenschaften von den physikalischen Parametern (Schwye@bafitfhchen-
spannungr, Wellengeschwindigkeit, Wassertiefér) ablangen.



Zweidimensionale, d. l-unablangigepermanente Wellen sind riatiche Kandidatenifr eine An-
wendung deraumlichen Dynamik mitX = £. B. Buffoni, M. D. Groves & J. F. Toland zeigten, dass
die invariante Mannigfaltigkeit in einem gewissen Parameterregime vierdimensional ist und durch die
Hamiltonsche Gleichung

" 4+ Pu" 4+ u—u? =0, Pe(-2,-2+¢)

bestimmt wird. Erstaunlicherweise taucht diese Gleichung in vielen, anscheinend nicht verwandten Pro-
blemen in den Naturwissenschaften auf (z. B. in der nichtlinearen Elastizitder nichtlinearen Optik

und nun in nichtlinearen Wasserwellenproblemen). Eine seiirdtinteressanten Eigenschaften ist sein
chaotisches VerhalterSeine losungsmenge erdih ein Smalesches Hufeisen. Infolgedessen besitzt sie
unendlich vielehomokline Bsungend. h. Losungen, die gegen Null konvergieren, wenn die Zeitvariable
gegen unendlich konvergiert. Die entsprechendésuingen des Wasserwellenproblems heifi@itare
Wellenund konvergieren gegen den Ruhezustand des Wassers$ +oo. Dieses Ergebnis zeigt, dass

es unendlich viele solcherdsungen gibt; sie sind Senkungswellen Mit, 4, ... groRen Senkungen und
jeweils 2, 3, ... dazwischenliegenden kleinen Schwingungen, die exponentiell und oszillatorisch abklin-
gen. Zwei Wellen aus dieser Famile sind in Abbildung 2 skizziert.

Abbildung 2: Zwei der von B. Buffoni, M. D. Groves & J. F. Toland gefundenerasoM/ellen, die auf
einer vierdimensionalen invarianten Mannigfaltigkeit mit der gezeigten Eigenwertstruktur liegen.

Die Untersuchung zweidimensionaler séteér Wellen wurde von G. looss & K. Kirclgsner und B.
Buffoni & M. D. Groves fortgestzt, die Parameterwerte entdeckten, bei denerHaimdtonsche Hopf-
Bifurkation auf einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit stattfindet (beim Variieren eines Parameters
werden zwei nichthalbeinfache imagie Eigenwerte komplex). Hamiltonsche Hopf-Bifurkationen sind
Himmelsmechanikern bekannt, wo sie im eingeaohten drei-Krper-Problemiir die ebene Bewegung
eines leichten Himmelgkpers um den Schwerpunkt zweier schwerer Himniels#r auftauchen; die Ha-
miltonsche Hopf-Bifurkation entsteht bei einem gewissen Massealtait der zwei schwerendtpern
(dem Routhschen Massenvaltmis). looss & Kirch@ssner benutzten die Birkhoffsche Normalform und
zeigten, dass Hamiltonsche Hopf-Bifurkationen homokligslngen erzuegen, die die Form eines durch
eine exponentiell abklingende ufiilende Funktion modulierte perodischen Wellenzuges annehmen (Ab-
bildung 3). Buffoni & Groves zeigten, dass sogar unendlich viele solcisuhgen existieren, die mehr-
fachen Kopien der looss-Kirclgsner-bsungeriahneln. Ihr Beweis basiert auf modernen Methoden aus
der Variationstheorie (Bergpfad-Argumenten und dem Prinzip konzentrierter Kompaktheit) zusammen mit
dem Abbildungsgrad. Diese Ergebnisse sind nicht auf das Wasserwellenproblenébksdie liefern
dramatische neuedsungen des drei&¢per-Problems und Hamiltonsche Hopf-Bifurkationen werden in
immer mehr Situationen entdeckt (in Taylor-Couettgd®tungen, in der nichtlinearen Elastéit. . . ).
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Abbildung 3: Zwei der von B. Buffoni & M. D. Groves gefundenen Multi-PulsgselitVellen, die auf
einer vierdimensionalen invarianten Mannigfaltigkeit mit der gezeigten Eigenwertstruktur liegen.




M. D. Groves & A. Mielke haben als erste dreidimensionale permanente Wasserwellen@uwmreh r
liche Dynamik untersucht. Sie nahmeéh = £ und Z = z, so dass die Wellen baglich der Richtung
quer zur Wellenbewegung periodisch sind. Insbesondere indentifizierten sie einen Parameterbereich, in
dem die invariante Mannigfaltigkeit sechsdimensional ist und deren Fluss durch eine Hamiltonsche Hopf-
Bifurkation zusammen mit einem Paar ima@iar Eigenwerte bestimmt wird. looss & Kirchagsner hat-
ten gezeigt, wie eine Hamiltonsche Hopf-Bifurkation zu homoklinésungeniihrt, und der klassische
Lyapunovscher Zentrumssatz besagt, dass ein Paar iaragiBigenwerte mit periodischen Wellen ver-
bunden ist. Groves & Mielke zeigten, wie diese Ergebnisse zusamnigmgeferden Bnnen, um eine
verallgemeinerte sobitre Wellezu finden, die gegen eine periodische Welle (eigentlich eineablangi-
ge periodische Wellelif ¢ — +oo konvergiert; ihr Ergebnisilsst sich auf verallgemeinerte Multi-Puls-
solitare Wellen durch die Methode von B. Buffoni & M. D. Groves verallgemeinern und ist auf jedes
sechsdimensionale Hamiltonsche System mit dieser Bifurkation anwendbar.
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Abbildung 4: Eine von M. D. Groves & A. Mielke gefundene verallgemeinertésolitelle, die auf einer
sehcsdimensionalen invarianten Mannigfaltigkeit mit der gezeigten Eigenwertstruktur liegt.

M. D. Groves & M. Haragus haben in letzter Zeit all®gtichen Bifurkationsszenarieiirfdreidimen-
sionale permanente Wellen durciumliche Dynamik katalogisiert. Insbesondere kompilierten sie einen
Katalog dreidimensionaler Wellen, die in einer ausgesonderten waagerechten Richtung (der Zeitvariablen)
das Profil einer sol#tren Welle oder einer verallgemeinerten $okh Welle haben; einige dieser Wellen

sind etwas exotisch (Abbildung 5).

=
}
| I
12 1]
iil
I
AN
mls
]
T

YV T TV
I

- <
~ . ~

.7 z ~ X - Z X

Abbildung 5: Zwei Beispiele aus dem von M. D. Groves & M. Haragus kompilierten Katalog dreidimen-
sionaler permanenter Wellen. Die Welle auf der linken Seite hat das Profil eineirsaliWelle inX,
wahrend die Welle auf der rechten Seite das Profil einer verallgemeinerte@rsaliiVelle inX hat; beide
Wellen sind periodisch it und bewegen sich in die-Richtung mit konstanter Geschwindigkeit.



Groves & Haragus untersuchten auch doppeltperiodische permanente Wellenalurdiche Dy-
namik. Periodizit in derZ-Richtung ist in der Methode eingebaut, so dass doppeltperiodische Wellen
Losungen des reduzierten Hamiltonschen Systems entsprechen, die in der ZeitvaXigi¢eiodisch
sind. Solche Bsungen knnen durch den klassischen Lyapunovschen Zentrumssatz gefunden werden,
und abhangig von den physikalischen Parametern tauchen aéligichen Rlle auf. nichtresonante Ei-
genwerte, halbeinfache Eigenwertresonanzen, nichthalbeinfache Eigenwertresonanzen und gleiche oder
verschiedene Kreinsche Signhaturen! Doppeltperiodische @bbkéghwellen (Abbildung 6) und periodi-
sche Bewegungen von Himmetspern (des:-Korper-Problems aus der Himmelsmechanik) sind laut
diesen Bemerkungen zwei Aspekte derselben mathematischen Théwnikgmder Theorie endlichdi-
mensionaler Hamiltonscher Systeme und des Lyapunovschen Zentrumssatzes.

Abbildung 6: Die doppeltperiodische Welle auf der linken Seite wird durch den Lyapunovschen Zentrums-
satz auf einer vierdimensionalen invarianten Mannigfaltigkeit konstruiert. Sechseckige doppeltperiodi-
sche Wellen werden oft in der Natur beobachtet, wie diese Luftfotographie es zeigt; sie lassen sich mathe-
matisch durch dieses Verfahren eiidn.

Ich mbchte mit zwei Beispielen abschlieRRen, in denen eine Reduktion auf eine endlichdimensionale
invariante Mannigfaltigkeit zwar nicht aglich ist, aber dieaumliche Dynamik trotzdem zu einem Exis-
tenzsatziir permanente Welleruifirt. Beim ersten Beispiel handelt es sich umdimensionsbrechendes
Phanomenginen Begriff fir das spontane Entstehen eirgasmlich nichthomogenendsung einer parti-
ellen Differentialgleichung aus einebkung, die in einer oder mehreréumlichen Richtungen homogen
ist. Ein relevantes Beispielave die solidire Wellenbsung der KdV-Gleichung, die in eine Familie von
Losungen der KP-Gleichung gith, die das Profil einer sofiten Welle inz haben und in: periodisch
sind; diesgperiodisch modulierten soéiten Wellerentstehen aus der s@ien Welle der KdV-Gleichung
(einer homogenen sdditen Welle) in einer dimensionsbrechenden Bifurkation. Ich wende mich nun per-
manenten Wasserwellen zu, nehiXie= z in der taumlichen Dynamik und &hle einen Phasenrauin,
um Wellen zu erfassen, diéif¢ — +oo verschwinden. In diesem mathematischen Rahmen ist also je-
de homogene solite Welle eine Gleichgewichtsung zu (1). Das Spektrum des linearen Operators um
dieses Gleichgewicht besteht aus zwei imagim Eigenwerten zusammen mit kontinuierlichem Spek-
trum, das die ganze relle Achse bedeckt. Ohne das kontinuierliche Spektitde der Lyapunovsche
Zentrumssatz eine Familie periodischeislingen liefern, die periodisch modulierten sokin Wellen
entspachen. M. D. Groves, M. Haragus und S.-M. Sun zeigten, wie sich der Lyapunovsche Zentrumssatz
modifizieren &sst, um die durch das kontinuerliche Spektrum verursachte Schwierigk@ierwinden
und dasgleiche Ergebnis zu erhalten (siehe Abbildung 7).
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Abbildung 7: Die periodisch modulierte s@ie Welle auf der rechten Seite ensteht aus der homogenen
solitaren Welle auf der linken Seite in einer dimensionsbrechenden Bifurkation.

Das zweite Beispiel betrifft Wellenbewegungen der Folm, z, t) = n(z—cqt, —cpt), die befiglich
ihres zweiten Argumentes periodisch sind und das Profil eineasatitWelle oder einer verallgemeiner-
ten solitiren Welle in ihrem ersten Argument haben (ein hilfreiches Beisgietwect: — ¢ t) sin k(z —
cpt)). Diese Wellen sind keine permanenten Wellen, sie bestehen vielmehr aus eiridiundén Funk-
tion, die sich mit Geschwindigkeidt, (der ‘Gruppengeschwindigkeit’) fortbewegt und einen periodischen
Wellenzug moduliert, der sich mit Geschwindigkeit (der ‘Phasengeschwindigkeit’) bewegt. Ein Bei-
spiel fur einen solchemodulierenden Pulsst in Abbildung 8 skizziert. M. D. Groves & G. Schneider
wandten aumliche Dynamik mitX’ = x — c¢,t undZ = x — c,t an und zeigten, das ein unendlichdimen-
sionale invariante Mannigfaltigkeit existiert, deren linearisierter Fluss durch zwei reelle und unendlich
viele imagirare Eigenwerte bestimmt wird. In einer approximierenden Birkhoffschen Normalform ent-
koppeln sich der relle Teil, der mit einem Puls verbunden ist, und der iraagtril, der fastperiodische
Bewegungen kleiner Amplitude erzeugt. Groves & Schneider zeigten, wie diese Strukturen mit Hilfe von
Energieabsdhitzungen zusammengeleimt werdémiken, um modulierende Pulse zu ergeben, die gegen
kleine, nicht verschwindende @tingen @ir X — +oo konvergieren. Dasselbe Ergebnis gilt fande-
re Gleichungen mit dieser Eigenwertstruktur, insbesondaraithtlineare Wellengleichungen wie die
Sin-Gordon-Gleichung und dag-Modell.

Abbildung 8: Ein modulierender Puls, der gegen ein@®ig kleiner Amplitude konvergiert



